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 نقض ابرمقیاس لیفشیتز در گرانش مکعبیهای با هندسه

 محمد علی گنجعلی، وحید امیرخانی؛

 دانشگاه خوارزمی، دانشکدۀ فیزیک

   91/99/11پذیرش:                              21/8/19دریافت: 

 چکیده

معرفی شده  است ارزهم اینشتینی گرانش با خلأ در میدان معادلات شده خطی حد انحنا در سوم مرتبۀ تا ای کهنظریه ،]92[در 

 جمله ناسی،شکیهان ثابت اینشتین، استاندارد جمله شامل گرانشی نظریه شود. ایننامیده میاینشتینی  مکعبی گرانشاست که 

 .است انحنا سوم مرتبۀ جمله و بونه -گوس

صورت متفاوتی فضا و زمان تحت تبدیلات مقیاس به هایی از این نظریه را در چهار بعد خواهیم یافت که در آنهاما در این مقاله جواب

و  نشان دادیم که در  استفاده کردیم θلیفشیتز  با نقض ابرمقیاس با پارامتر  متریک ها، ازنوع جواب این یافتن کنند. برایرفتار می

مچنین، شناسی برابر صفر باشد. هکیهانچاله با نقض ابرمقیاس وجود دارد که ثابت های سیاهنظریه گرانش مکعبی فقط در صورتی جواب

𝜃و فقط برای  𝑧ها برای هر مقدار دلخواه از این جواب =  وجود دارند. 2

  گرانش مکعبی اینشتینی، متریک لیفشیتز، نقض ابرمقیاسواژگان کلیدی: 

 

 مقدمه

 جلب خود به بالا هایانرژی فیزیک در حوزۀ ویژه به را زیادی نظرات بالاتر مرتبۀ هایگرانش پیش دهۀ دو حدود از

از  تربالا مرتبۀ مشتقات با جملات از ایمجموعه باید گرانشی میدان از کوانتومی توصیف برای رودمی انتظار. اندکرده

 اینشتین -هیلبرت کنش به را است آن هموردای مشتقات و ریمان تانسور مختلف هایادغام شامل میدان متریک که

شود  پذیر بازبهنجارش گرانشی نظریۀ به منجر تواندمی اینشتین -هیلبرت کنش به جملات این کردن اضافه. کنیم اضافه

 رای ب شناسیکیهان استاندار مدل از فراتر هاییمدل آوردن دست به برای بالاتر مرتبۀ گرانش شناسی،کیهان در .]9[

 در چنینهم . ]4-2[رود می کار به تورم یا تاریک ماده مسأله کیهانی، دارشتاب انبساط توصیف برای یافتن پاسخی

 استفاده شده جفت شدت به همدیس میدان هاینظریه متعدد خواص کردن مشخص برای آنها از هولوگرافی چارچوب

 ندمان بالاتر مرتبۀ مشتقات با جدید هاینظریه ساختن برای ایانگیزه هولوگرافی خود دیگر، طرف از .]9-1 [کنیممی

    .]91-8[است  توپولوژیکشبه گرانش
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های مرتبۀ بالاتر مهم است، بررسی شکل خطی شده معادلات حرکت مربوط به آنها چه در مورد مطالعۀ گرانشآن

توانیم مراحل آزادی فیزیکی منتشر شده را بررسی کنیم و از نبود مشکلاتی سازی معادلات حرکت میاست. چون با خطی

 تاکیونی و ناپایداری گرادیان اطمینان حاصل کنیم.مانند شبح، ناپایداری 

. اندتهگرف قرار بررسی مورد هامدل این از کمی تعداد آن، اهمیت و بالاتر مرتبۀ گرانش بررسی به زیاد علاقۀ وجود رغم علی

 شبح یرنظ مشکلاتی طورهمین و حرکت معادلات در بالا مرتبۀ مشتقات وجود دلیل به هانظریه این بررسی کلی طور به

 این بروز از جلوگیری برای نتیجه در. ]99[است  دشوار بسیار است، نظریۀ کوانتومی بودن غیریکانی دهندۀ نشان که

 گرانش و کلاولا گرانش کنیم، مانند کنترل را مشکلات این بتوانیم آنها در که برویم هاییمدل دنبال به باید یا هاآسیب

 . باشند نداشته شبح که بسازیم جدیدی گرانشی هایمدل یا توپولوژیک،شبه

 معادلات شده خطی حد در که دارد وجود نظریه یک فقط انحنا، سوم مرتبۀ که تا است شده داده نشان  ]92[در 

 برای متریک اختلالات توسط یافته انتشار فیزیکی مد تنها که معنی این به است ارزهم اینشتینی گرانش با خلأ در میدان

دید ج نظریۀ این .دارد بعد از مستقل شدگیجفت هایثابت نظریه این چنینهم. است جرم بدون گراویتون نظریه، دو هر

 بونه -گوس جملۀ شناسی،کیهان ثابت اینشتین، استاندارد جمله شود، شاملنامیده می اینشتینی مکعبی گرانش که 

 چالهیاهس هایحل .است مهم بسیار اینشتینی مکعبی گرانش حرکت معادلات جواب یافتن .است انحنا سوم مرتبۀ و جملۀ

 .است شده بررسی ]94[و  ]93[آن در  ترمودینامیک و

صورت هایی از این نظریه هستیم که در آنها فضا و زمان تحت تبدیلات مقیاس بهما در این مقاله در جستجوی جواب

ه بیانگر تر شده آن کهای کلیو سپس از حالت زیر متریک در ابتدا از هانوع جواب این یافتن کنند. برایمتفاوتی رفتار می

 :کنیممی چاله هستند استفادههای سیاهجواب

(9) 

𝑑𝑠2 =
−𝑟2𝑧

𝐿2
𝑑𝑡2 +

𝐿2

𝑟2
𝑑𝑟2 + 𝑟2 ∑ 𝑑𝑥𝑖

2

𝑑

𝑖=1

  

 زیر تبدیلات تحت متریک این که است واضح. است انحنا شعاع L و دینامیکی متغیر z فضایی، بعد دهنده نشان dکه

 :است ناوردا

(2) 
𝑡 → 𝜆𝑧𝑡,  𝑟 → 𝜆−1𝑟,  𝑥𝑖 → 𝜆𝑥𝑖 

است  زمانی اتساع و زمانی هایانتقال فضایی، هایانتقال و هادوران مولدهای شامل آن ایزومتری گروه که (9)  متریک به

 . ]91[گویند می لیفشیتز کنند هندسۀصورت متفاوتی تحت تبدیلات مقیاس تغییر میو در آن، زمان و مکان به

 : ]91[شود صورت زیر داده میمتریک به صورت این در. دهیم تعمیم هم همدیس لیفشیتز متریک به را متریک این توانیممی
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(3) 

 𝑑𝑠2 = 𝑟−2
𝜃

𝑑−1 (
−𝑟2𝑧

𝐿2 𝑑𝑡2 +
𝐿2

𝑟2 𝑑𝑟2 + 𝑟2 ∑ 𝑑𝑥𝑖
2𝑑

𝑖=1
) 

صفر نباشد  ،گوییم. متریک بالا به هندسه با نقض ابرمقیاس معروف است. اگر مینقض ابرمقیاس  به  جااین درکه 

، فاصلۀ تحت مقیاس ناوردا نیست، در نتیجه شاهد نقض AdS/CFTتوان نشان داد که با استفاده از تناظر گاه میآن

 ]29-98[های آن، به تر این هندسه و ویژگی. برای بررسی عمیق]99[ابرمقیاس در نظریۀ میدان دوگان خواهیم بود 

 مراجعه کنید. 

𝑤دهیم  در ادامه این مقاله برای سادگی قرار می =
𝜃

𝑑−1
𝐿 و   = 1.      

و متریک  صورت اجمالی کنش گرانش مکعبی اینشتینیهدر بخش بعدی ب :ها تشکیل شده استبخشاین مقاله از این 

,0,1نویسیم و به ازایدست آمده از کنش را می. سپس معادلات حرکت بهکنیمرا معرفی می مورد استفاده 1w   

هیم دگردیم و در پایان  نشان میهای نقض ابرمقیاس لیفشیتز میآوریم و به دنبال جوابدست میمعادلات حرکت را به

2فقط به ازای  (9)که برای   .نقض ابرمقیاس لیفشیتز وجود دارد  ، 

 

 کنش گرانش مکعبی اینشتینی 

 لاگرانژی چگالی ابتدا منظور این برای. کنیممیبررسی  مختصر طور به را ]92[در  شده معرفی کنش بخش این در

 :نویسیممی را اینشتینی مکعبی گرانش نظریۀ با متناظر

(4) 

   4 6

1
2                                       (4)

2
R P   


       

 و   ،ضرایب  و انحنا  3و  2های مرتبه شامل برهمکنش Pو  4 ،6شناسی، ثابت کیهان که در آن 

 و برابر است با: است  (لاولاک مربعیجمله بعد )بونه در چهار  -جمله گوس 4سه پارامتر حقیقی دلخواه هستند. 

(1) 
2

4                                            (5)4abcd ab
abcd abR R R R R     

6  شودصورت زیر نوشته می است که به (لاولاک مکعبیجمله بونه در شش بعد ) -جمله گوس: 

 
(1) 

𝜒6 =
1

8
𝜀𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓𝜀𝑔ℎ𝑖𝑗𝑘𝑙𝑅𝑎𝑏

     𝑔ℎ
𝑅𝑐𝑑

     𝑖𝑗
𝑅𝑒𝑓

     𝑘𝑙 

  = 4𝑅𝑎𝑏
     𝑐𝑑𝑅𝑐𝑑

     𝑒𝑓
𝑅𝑒𝑓

     𝑎𝑏 − 8𝑅𝑎  𝑏
  𝑐   𝑑 𝑅𝑐  𝑑

  𝑒   𝑓
 𝑅𝑒  𝑓

  𝑎  𝑏 − 24𝑅𝑎𝑏𝑐𝑑𝑅         𝑒
𝑎𝑏𝑐  

  +3𝑅𝑎𝑏𝑐𝑑𝑅𝑎𝑏𝑐𝑑𝑅 + 24𝑅𝑎𝑏𝑐𝑑𝑅𝑎𝑐𝑅𝑏𝑑 + 16𝑅𝑎
  𝑏𝑅𝑏

  𝑐𝑅𝑐
 𝑎 − 12𝑅𝑎

  𝑏𝑅𝑏
 𝑎 + 𝑅 + 𝑅3     
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6D در جمله این  5 برای و ندارد حرکت معادلات در سهمیD ، است صفر.P به که است مکعبی جدید جمله 

  :شودمی تعریف زیر صورت

(9) 
      
                                 (7)12 -12 8c d e f a b cd ef ab ac bd b c a

a b c d e f ab cd ef abcd a b cP R R R R R R R R R R R R   

4D ما کنش را در ،مقاله این  در  شود با:در نتیجه کنش برابر می .کنیمبررسی می 

(8) 

𝐴 = ∫ 𝑑4𝑥√−𝑔 (
1

2𝜅
[−2𝛬 + 𝑅] + 𝛼𝜒4 + 𝜅𝜆𝑃) 

م. به کنیهای نقض ابرمقیاس لیفشیتز است. برای این منظور از روش کنش مؤثر استفاده میهدف ما پیدا کردن جواب

 گیریم:میعبارت دیگر متریک زیر را در نظر 

(1) 

𝑑𝑠2 = [−𝑓2(𝑟)𝑑𝑡2 +
𝑑𝑟2

ℎ2(𝑟)
+ 𝑟2−2𝑤(𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2)] 

 :]22[بنویسیم های زیر توانیم عناصر تانسور انحنا را  با استفاده از عبارتمی ،برای این متریک 

(91                                                                                       )                                           (10)rr ii tt rr
riri trtrm g g R n g g R  

(11                                                                                      )                                             (11)tt ii ii jj
titi ijijp g g R q g g R  

دست ( روابط زیر را به99( و )91استفاده از )های فضایی هستند. حال با نشان دهندۀ مختصه j و iهای که اندیس

 آوریم:می

(92                                                                                                       )2 4 4 2                                                               (12)R n m p q    

(11                                                                                                         )4 8 (2 )                                                                     (13)mp nq   

)های دهیم و نسبت به میدانقرار می (8) ۀرا در رابط (1)متریک  )f r و ( )h r حرکت را گیریم تا معادلات وردش می

)دست آوریم. ما فقط دو معادله حرکت برای هب ها از میدان برای هر کدام )f r  و( )h r  خواهیم داشت. معادلات حرکت

 .دازیمپرابرمقیاس هستیم که در بخش بعدی به آن میهای نقض ما به دنبال جواب. یده هستندچدست آمده بسیار پیهب
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 جواب نقض ابرمقیاس لیفشیتز

با استفاده  (8)کنش رابطۀ های نقض ابرمقیاس لیفشیتز را برای خواهیم جوابدر این بخش می که بیان شدطور همان

 :]22[ کنیماعمال می (11)های زیر را در دست بیاوریم. برای این منظور تعریفهب (1متریک داده شده در رابطۀ )از 

(94                                                                          ) 𝑓(𝑟) = 𝑟𝑧−𝑤−1𝑔(𝑟),  ℎ(𝑟) = 𝑟𝑤𝑔(𝑟)  

𝑔(𝑟)  دهیمقرار میبرای سادگی چنین هم = 𝑟2 − 𝑆  آنکه در 𝑆 به یک ثابت دلخواه است. حال با این فرضیات ،

جواب معادلات حرکت  (94)تعریف شده در   ℎ(𝑟) و  𝑓(𝑟) گردیم به طوریکهمی و   ال شرایطی بر پارامترهایبدن

 است. سرراست ، تعمیم به بعدهای بالاتردهیمبعد انجام می 4این کار را در  باشند. ما

، معادلات حرکت برای Mathematicaافزار  گیری از کنش به کمک نرمبا وردش ‎f r و  ( )h r  به ترتیب برابر

 شوند با:می

1

(𝑟2−𝑆)𝜅
𝑟−5+𝑤−𝑧√𝑟2−8𝑤+2𝑧 (−𝑟4+2𝑤(𝑟2 − 𝑆)(−1 + 𝑤)(𝑆 + 𝑟2(−5 + 𝑤) − 𝑆𝑤) − 𝑟6𝛬 +

48𝑟6𝑤(𝑟2 − 𝑆)2(−1 + 𝑤)2𝜅2𝜆 (4 (−𝑟8(3 + 𝑤)(5 + 9𝑤 + 6𝑤2) + 2𝑟2𝑆3(1 + 𝑤2(4 + 9𝑤)) −

2𝑟4𝑆2(1 + 𝑤)(−1 + 𝑤(8 + 15𝑤)) + 𝑆4(3 + 𝑤(8 + 𝑤 − 4𝑤2)) + 2𝑟6𝑆 (2 + 𝑤(19 +

𝑤(32 + 11𝑤)))) + 4(𝑟2 − 𝑆) (𝑟6(1 + 𝑤)(4 + 𝑤)(1 + 2𝑤) − 𝑆3(−2 + 𝑤)(5 + 𝑤(9 + 2𝑤)) −

𝑟4𝑆𝑤(37 + 3𝑤(9 + 2𝑤)) + 𝑟2𝑆2 (10 + 𝑤(11 + 3𝑤(7 + 2𝑤)))) 𝑧 − (𝑟2 − 𝑆)2 (𝑆2(−43 +

𝑤(−16 + 11𝑤)) − 2𝑟2𝑆(28 + 𝑤(17 + 11𝑤)) + 𝑟4(3 + 𝑤(50 + 11𝑤))) 𝑧2 + (𝑟2 −

𝑆)3(−𝑆(−17 + 𝑤) + 𝑟2(21 + 𝑤))𝑧3 + 2(𝑟2 − 𝑆)4𝑧4)) = 0,                                                                                                                            

(91)                                                          

 و

1

(𝑟2−𝑆)𝜅
𝑟−6−𝑤√𝑟2−8𝑤+2𝑧(𝑟6𝛬 + 𝑟4+2𝑤(𝑟2 − 𝑆)(−1 + 𝑤)(𝑟2(−3 + 3𝑤 − 2𝑧) + 𝑆(−1 − 3𝑤 +

2𝑧)) − 48𝑟6𝑤(𝑟2 − 𝑆)2(−1 + 𝑤)2𝜅2𝜆(−4𝑟2𝑆3(−2 + 2𝑤(3 + 8𝑤) + (−3 + 𝑤(−39 + 4(−6 +

𝑤)𝑤))𝑧 + 3(6 + 𝑤(15 + 𝑤))𝑧2 − 6(3 + 2𝑤)𝑧3 + 5𝑧4) + 𝑆4(1 + 𝑤 − 𝑧)(−2 + 𝑧)(−2 + 4𝑤2 +

(13 − 5𝑧)𝑧 + 𝑤(−22 + 7𝑧)) + 𝑟8(−1 + 𝑤 − 𝑧)(20 + 4𝑤2(6 + 𝑧) + 𝑧(4 − 𝑧(7 + 5𝑧)) + 𝑤(36 +

𝑧(4 + 7𝑧))) − 4𝑟6𝑆(4𝑤3(4 + 𝑧) + 𝑤2(4 + 3(−8 + 𝑧)𝑧) + 𝑧(1 + 𝑧)(−3 + 𝑧(−3 + 5𝑧)) − 𝑤(4 +

3𝑧(1 + 𝑧(−1 + 4𝑧)))) + 2𝑟4𝑆2(12𝑤3(2 + 𝑧) + 𝑤2(16 + 9(−8 + 𝑧)𝑧) − 12𝑤(1 + 𝑧(1 +

3(−2 + 𝑧)𝑧)) + (−1 + 𝑧)(4 + 3𝑧(−4 + 𝑧(−3 + 5𝑧)))))) = 0.                                                                                

(91)                                                                                               
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ای بهتوانیم به شکل یک چندجملهمعادله را میاین دو  بینید، معادلات حرکت بسیار پیچیده هستند.طور که میهمان

   :صورت زیر بنویسیم

(99)                                                                                                       
3

, , 2 2

0

( ) 0                                                (17)f h f h a bw
ab

a b

P r p r 

 

   

)گیری نسبت به نشان دهندۀ وردش hو  fکه در آن   )f r  و( )h r و ,f h
abpای باید به ازای هستند. این چند جمله ها  ثابت

دهیم های نقض ابرمقیاس لیفشیتز، در معادلات حرکت قرار میبرای پیدا کردن جواب صفر شود. rهمۀ مقادیر

0,1, 1w  0.  برای حالتw   1وw  یت در ع)معادلات حرکت برای این دو وضآوریم دست نمی، جوابی به

1w.( اما معادلات حرکت به ازای اندپیوست آورده شده   برای𝑓(𝑟) و  ℎ(𝑟) شوند بابه ترتیب برابر می 

 (98)√𝑟−6+2𝑧𝛬

𝑟3𝜅−𝑟𝑆𝜅
= 0                                                                                                                                           

 و

 (91)                                                                                                                     −
𝑟2−2𝑧√𝑟−6+2𝑧𝛬

𝑟2𝜅−𝑆𝜅
= 0 

 

اسی شنچاله فقط در صورتی وجود دارد که ثابت کیهانهای سیاهبینیم، در نظریۀ گرانش مکعبی جوابطور که میهمان

زمان -( که نمایانگر یک فضا1که متریک انتخابی )شناسی با توجه به اینبرابر صفر باشد. البته، صفر بودن ثابت کیهان

 بینی بود.است، از ابتدا قابل پیشتخت 

ای است که چالههای سیاههای منفی به معنی جواب-Sبرقرار است که به ازای  Sهای فوق به ازای هرعلاوه بر این، جواب

 چاله است. دارای یک افق سیاه

𝑤اما فقط برای  𝑧ها برای هر مقدار دلخواه از همچنین، قابل توجه است که این جواب = که پارامتر د دارند و اینوجو 1

 جملۀ مرتبه بالاتر نقشی ندارد که بسیار جالب است. 

 

 گیرینتیجه

 است ارزهم اینشتینی گرانش با خلأ در میدان معادلات شده خطی حد انحنا در سوم مرتبۀ تا ای کهنظریه ]92[در 

 یافته تشاران فیزیکی مد نشان داده شد کهشود. در آن مقاله نامیده میاینشتینی  مکعبی گرانشمعرفی شده است که 

 ستقلم شدگیجفت هایثابت نظریۀ این چنینهم. است جرم بدون گراویتون نظریه دو هر برای متریک اختلالات توسط

 سوم رتبۀم جمله و بونه -گوس جمله شناسی،کیهان ثابت اینشتین، استاندارد جملۀ شامل گرانشی نظریۀ این. دارد بعد از

 .است انحنا

ما در این مقاله جوابهایی از این نظریه را در چهار بعد پیدا کردیم که در آنها فضا و زمان تحت تبدیلات مقیاس بصورت 

 و لیفشیتز  با نقض ابرمقیاس استفاده کردیم متریک در ابتدا از هانوع جواب این یافتن متفاوتی رفتار می کنند. برای
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بر شناسی برانشان دادیم که در نظریه گرانش مکعبی فقط در صورتی جواب های سیاهچاله وجود دارد که ثابت کیهان

𝑤و فقط برای  𝑧صفر باشد. البته، این جواب ها برای هر مقدار دلخواه از  =  وجود دارند. 1

 پیوست

0wالف: معادله حرکت به ازای   

)برای   )f r: 

(02)                

1

(𝑟2−𝑆)𝜅
𝑟−5−𝑧√𝑟2+2𝑧(𝑟4(𝑟2 − 𝑆)(−5𝑟2 + 𝑆) − 𝑟6𝛬 + 48(𝑟2 − 𝑆)2𝜅2𝜆(𝑆4(−2 + 𝑧)(−1 + 𝑧)(6 +

𝑧(−11 + 2𝑧)) + 2𝑟2𝑆3(4 + 𝑧2(−15 + (15 − 4𝑧)𝑧)) + 4𝑟4𝑆2(−1 + 𝑧)(−2 + 3𝑧(−4 + 𝑧(2 +

𝑧))) + 𝑟8(−60 + 𝑧(16 + 𝑧(−3 + 𝑧(21 + 2𝑧)))) − 2𝑟6𝑆(−8 + 𝑧(8 + 𝑧(−31 + 𝑧(23 +

4𝑧)))))) =0                                                                                                                                         

  

)برای  )h r: 

(09) 

1

𝑟6(𝑟2−𝑆)𝜅
√𝑟2+2𝑧(𝑟6𝛬 + 𝑟4(𝑟2 − 𝑆)(𝑆 − 2𝑆𝑧 + 𝑟2(3 + 2𝑧)) − 48(𝑟2 − 𝑆)2𝜅2𝜆(𝑆4(−2 + 𝑧)(−1 +

𝑧)(2 + 𝑧(−13 + 5𝑧)) − 4𝑟2𝑆3(−2 + 𝑧)(−1 + 𝑧)(−1 + 𝑧(−3 + 5𝑧)) + 2𝑟4𝑆2(−1 + 𝑧)(4 +

3𝑧(−4 + 𝑧(−3 + 5𝑧))) + 4𝑟6𝑆𝑧(3 + 𝑧(6 − 𝑧(2 + 5𝑧))) + 𝑟8(1 + 𝑧)(−20 + 𝑧(−4 + 𝜉(7 +

5𝑧))))) = 0                                                                                                

1wب: معادله حرکت به ازای    

)برای   )f r: 

(00) 

1

(𝑟2−𝑆)𝜅
𝑟−12−𝑧√𝑟2(5+𝑧)(−4𝑟8(3𝑟4 − 4𝑟2𝑆 + 𝑆2) − 3072𝑟2(𝑟2 − 𝑆)2(𝑟6 − 2𝑟4𝑆 + 2𝑆3)𝜅2𝜆 −

𝑟12𝛬 + 1536(𝑟2 − 𝑆)3𝑆(8𝑟4 + 7𝑟2𝑆 − 3𝑆2)𝜅2𝜆𝑧 + 768(𝑟2 − 𝑆)4(9𝑟4 + 11𝑟2𝑆 + 4𝑆2)𝜅2𝜆𝑧2 +

384(𝑟2 − 𝑆)5(10𝑟2 + 9𝑆)𝜅2𝜆𝑧3 + 384(𝑟2 − 𝑆)6𝜅2𝜆𝑧4) = 0                              
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)برای  )h r: 

(02) 

1

𝑟5(𝑟2−𝑆)𝜅
√𝑟2(5+𝑧)(𝑟6𝛬 + 4𝑟2(𝑟2 − 𝑆)(−𝑆(1 + 𝑧) + 𝑟2(3 + 𝑧)) +

1

𝑟6 192(𝑟2 − 𝑆)2𝜅2𝜆(−𝑆4(−2 +

𝑧)𝑧(−24 + 𝑧(−6 + 5𝑧)) + 4𝑟6𝑆(−2 + 𝑧2)(4 + 𝑧(14 + 5𝑧)) + 2𝑟4𝑆2𝑧(56 − 3𝑧(−22 + 𝑧(4 +

5𝑧))) − 𝑟8(2 + 𝑧)(−8 + 𝑧(−4 + 𝑧(14 + 5𝑧))) + 4𝑟2𝑆3(8 + 𝑧(8 + 𝑧(−24 + 𝑧(−6 + 5𝑧)))))) = 0                                
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