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ت و رکهای کلاسیک با استفاده از معادلۀ حمستقیم سیستمکوانتش 
 رفع چندگانگی در فرمالیزم لاگرانژی

 

 ؛ خسرویشهرام 

 های بالادانشگاه خوارزمی، دانشکدۀ فیزیک، گروه نجوم و انرژی

 20/1/15پذیرش             1/11/14دریافت 

 چکیده

شود کهه همهه های متعدد برای یک سیستم کلاسیک میمسئلۀ معکوس حساب وردش منجر به یافتن لاگرانژیبررسی 

آینهد کهه بها ها روابط کوانتومی به دست می. از سوی دیگر با کوانتیده کردن این لاگرانژیدهندیک معادله حرکت مشابه می

ندارند. بنابراین باید معیاری یافت که لاگرانهژی حهحیر را انتبهاب کنهد. مها در اینجها بهر مانهای روابهط  نتایج تجربی توافق

جایی کانونیهک و در دهیم لاگرانهژی کهه از روابهط جابههبا کوانتش مستقیم معادلات حرکت نشان می وی کوانتومی یجاجابه

. ایهن کهار را بهه دو روش متتهاوت یکهی بهر رانژی متعارف اسهتآید، همان لاگکوانتش در توافق با تجربه به دست می ۀنتیج

های کلاسهیک انجهام اساس رهیافت جاری به مسئلۀ معکوس و دیگری براسهاس روش زمهان گسسهته در کهوانتش سیسهتم

 دهیم. می

 مسئلۀ معکوس، حساب وردش، کوانتش کانونیک گان کلیدی:واژه

 مقدمه

دیترانسیل مربوط بهه اهانون دوم نیوتهون  ۀکلی از طریق حل معادل های مکانیک کلاسیک در حالتبررسی سیستم

ههای که گرچه معادل با ایهن رهیافهت هسهتند امها روش های دیگری نیز وجود دارندرهیافت این حالشود. با انجام می

نهی بهر تهاب  ماتها حهورتاندی لاگرانهژی از این رهیافت[. یکی 1گیرند ]ریاضی متتاوتی را برای حل مسئله به کار می

متناظر با آن است و با استتاده از آن کهنش بهه  𝑞̇و سرعت  𝑞 ۀتعمیم یافت ۀتابعی از مبتصاست. لاگرانژی  𝐿لاگرانژی 

 شودشکل زیر تعریف می
𝑆 = ∫ 𝐿𝑑𝑡       (1)  

 کهنش بهرشود کهه مقهدار پذیرفته میاحل در این زمینه به عنوان  شود.می حرکت محاساهانتگرال روی مسیر که این 

یافتن مسیر حرکت یک مجموعهه از ررات بهه  ۀنسات به سایر مسیرها کمینه است. پس مسئل روی مسیر وااعی حرکت

حرکهت زیهر  ۀرهیافت منجر به معادلآید. این ای است که از حتر ارار دادن وردش کنش به دست میحل معادله ۀمنزل

 شودمی

                                                           
         Khosravi_Sh@khu.ac.ir           :نویسندۀ مسئول   
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𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝑞̇
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑞
= 0     (2)  

شهکل اسهتاندارد تهاب  لاگرانهژی در تاب  لاگرانژیسهت. همان  𝐿شود و در آن لاگرانژ نامیده می -اویلر ۀفوق معادل ۀرابط

 پتانسیل سیستم است، مکانیک کلاسیک تتاضل بین انرژی جناشی و

𝐿 = 𝑇 − 𝑉     (3)  

 

 کنندحدق می 𝐿ط به لاگرانژ مربو -اویلر ۀتوان نشان داد که توابعی به شکل زیر نیز در همان معادلمی

𝐿 = 𝑇 − 𝑉 +
𝑑𝑓

𝑑𝑡
     (4)  

( یک دیترانسهیل کامهل 4)و  (3دو لاگرانژی ) اختلافشویم که میاز مبتصات است. یادآور  دلبواهی تاب  𝑓که در آن 

 ۀبه ایهن معنها کهه منجهر بهه مجموعه شوندارز محسوب میو از دیدگاه معادلات حرکت این دو تاب  لاگرانژی هم است

  شوند.معادلات حرکت یکسان می

 اما کارهای اولیه روی این موضوع توسط هلمهولتز نشان داد برای هر مجموعه معادلات حرکت مانند

𝑥̈𝑖 = 𝑓𝑖,                          𝑖 = 1,2, … , 𝑛                             (5)  

ولی معادلات  دیترانسیل کامل نیستلزوماً ها های متعددی به دست آورد که اختلاف بین آنتوان لاگرانژیمی

ارز های هملاگرانژی ۀمحدودتوانیم این وحف میبا  .[2است ] (5)معادلات  ۀها همان مجموعلاگرانژ برای همه آناویلر

سیل ( که اختلافشان یک دیتران4های )لاگرانژی ۀاگر با استتاده از مجموعتر بدانیم. اکنون گسترده (4) ۀاز رابط را 

شوند که در ، همگی منجر به یک سیستم کوانتومی یکسان میانجام دهیمکامل است به کوانتش سیستم کلاسیک 

کنند نتایج حدق نمی (4)در ارزی که های همکوانتش متعارف با استتاده از لاگرانژیتوافق با نتایج تجربی است. اما 

مشابه  ۀمعادل یکمنجر به در مکانیک کلاسیک  تواب  این ۀدهد. درست است که هممغایر با تجربه به دست می

است که دهند؛ آشکار های مبتلف با فیزیک متتاوت و نتایج تجربی ناهمسان میتمسولی در حد کوانتومی سی شوندمی

  ها اابل ااول نیستند.آن ۀدهد و در نتیجه همارز نتایج ححیر نمیهای همدر سطر کوانتومی، کوانتش همه لاگرانژی

ای در پتانسیل با تقهارن فرض کنید رره[ گرفته شده. 3ثال از ]ماین تر شود. با یک مثال مطالب گتته شده روشنشاید 

𝑉کروی به شکل  = 𝑉(𝑟, 𝑡) کند که حرکت می𝑟 = √𝑞𝑖𝑞𝑖 شعاعی و  ۀفاحل𝑞𝑖  ره هستند. رها مبتصات دکارتی

 شودشکل زیر نوشته می ارز برای این سیستم بههای همدسته از لاگرانژییک 

𝐿 = 𝑇 − 𝑉 +
𝛾𝐽

𝑟2    (6)  

بها  تهاب داشهته باشهید کهه اخهتلاف ایهن ای کل است. توجه زاویه ۀبردار تکان ۀانداز 𝐽یک ثابت اختیاری و  γکه در آن 

 وابسته به مبتصات به حورت زیر هستندهای تکانه دیترانسیل کامل نیست. -(3)لاگرانژی یعنی  -لاگرانژی متعارف

𝑝𝑖 = 𝑢𝑖 +
𝛾

𝐽𝑟2 (𝑢𝑖𝑟2 − 𝑞𝑖𝑢𝑠𝑞𝑠)              (7)  

 براین است. بنا 𝑞𝑖همان سرعت متناظر با مبتصه  𝑢𝑖که در آن 

𝑢𝑖 = 𝑝𝑖 −
𝛾

𝐽𝑟̅2 (𝑝𝑖𝑟2 − 𝑞𝑖𝑝𝑠𝑞𝑠) (8)                                            
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 که 

𝐽𝑘̅ = 𝜖𝑘𝑖𝑗(𝑝𝑖𝑞𝑗) (1)                                                   

𝐽 ̅ = √𝐽2̅ = [𝑝𝑠𝑝𝑠𝑞𝑡𝑞𝑡 − (𝑝𝑠𝑞𝑠)]
1

2⁄ (10)                                     

 به این حورت است  𝐽𝑘̅و  𝐽𝑘 ۀرابطپواسون است.  ۀنهایت کوچک تحت عمل کروشهای بیمولد دوران  𝐽𝑘̅جا  در این

𝐽𝑘̅ = 𝐽𝑘 (1 +
𝛾

𝐽
) (11)                                                  

 دهدکه نتیجه می

𝐽 ̅ = 𝐽 + 𝛾 (12)                                                      

 آیدهامیلتونی برای این سیستم به شکل زیر به دست می

𝐻 =
1

2
𝑝2 + 𝑉 −

𝛾𝐽̅

𝑟2 +
𝛾2

2𝑟2 (13)                                                  

کل زیر شرودینگر را تشکیل دهیم و از طریق جداسازی متغیرها جواب را به ش ۀتوانیم با این هامیلتونی معادلحال می

های کروی بنویسیمبرحسب هماهنگ  

  𝜓𝑙𝑚(𝑟, 𝜃, 𝜑) =
𝑢(𝑟)

𝑟
𝑌𝑙

𝑚(𝜃, 𝜑) (14)                                             

گریهز  ۀشعاعی برای اتم هیدروژن است با این تتاوت که در جمل ۀآید مشابه معادلبه دست می 𝑢(𝑟)ای که برای معادله

𝑙(𝑙از مرکز به جای  +  مقدار زیر جانشین شده (1

𝑙(𝑙 + 1) − 2𝛾[𝑙(𝑙 + 1)]
1

2⁄ + 𝛾2 = {[𝑙(𝑙 + 1)]
1

2⁄ − 𝛾}
2

(15)                          

 :دهدرا می  𝐽2مقدارهای عملگر  ۀاین عاارت، ویژ

{[𝑙(𝑙 + 1)]
1

2⁄ − 𝛾}
2

= 𝑙(𝑙 + 1) (16)                                          

لزومهی نهدارد  γعدد ححیر باشد و یا با توجه به اختیاری بهودن  𝑙اما باید توجه داشت هیچ دلیلی وجود ندارد که 

توان دید که طیف کوانتهومی ههامیلتونی دارای تاهگنهی مبصهو  میعدد ححیر باشد. همچنین  𝑙اختلاف دو مقدار 

به وضوح تتاوت دارد که ایهن موضهوع منجهر بهه طیتهی بهرای اتهم متعارف هامیلتونی پتانسیل کولنی نیست و با طیف 

طیهف کوانتهومی نژی کلاسیکی کهه رسد تنها لاگرابه نظر میشود که با نتایج تجربی مغایر است. بنابراین هیدروژن می

 مطابق با طیف اتم هیدروژن در آزمایشگاه است، همان لاگرانژی استاندارد است.

آید که در روش کوانتش متعارف تنهها لاگرانهژی اسهتاندارد اسهت کهه بهه مهدل برمیهای دیگر این مثال و مثالاز 

حرکهت کلاسهیک و سیسهتم کوانتیهده و  ۀن معادلهشود. در واا  موضوع ارتااط مستقیم بهیکوانتومی ححیر منجر می

[. فهریمن 7]-[4برطرف کردن چندگانگی در حد فرمالیزم لاگرانژی و هامیلتونی موضوع کارهای متعددی بهوده اسهت ]

کند که فاینمن ایده به دست آوردن معادلات ماکسهول از طریهق اعمهال شهرایط کهوانتش بهر یهک دایسون گزارش می

 [. 8] تتاده از لاگرانژی را داشته استسیستم کلاسیک بدون اس
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این است که با حذف نقش تاب  لاگرانژی و با کوانتش مستقیم، اعتاار لاگرانژی اسهتاندارد را این مقاله در جدید کار 

 ،جاگری کانونیهککنیم و بها فهرض روابهط جابههاز معادلات حرکت کلاسیک شهروع مهیببش دوم دهیم. در نشان می

عدم اطعیت هایزنارگ، منجر به گزینش لاگرانژی اسهتاندارد  ۀرابطفرض دید که کنیم. خواهیم سیستم را کوانتیده می

روش  چههارمکنیم. در ببهش حهل مهیبرای ایهن روش  یببش سوم نوسانگر هماهنگ را به عنوان مثالدر خواهد شد. 

کنیم و عملگر تحول کوانتومی اهرار دارد معرفهی مهیزمان گسسته و فقط با فرض یکانیت  هیافتدیگری که بر اساس ر

پایانی به ببش [ ارار دارد. 1این روش بر مانای بحث انجام شده در ]کنیم. همین مسئله را از دید این روش بررسی می

 اختصا  دارد.گیری نتیجه

 کوانتش مستقیم از معادلات حرکت

های پواسهون را بهه شهکل مسهتقیم از کنیم. به جای آن کروشهدر این روش برای کوانتش به لاگرانژی مراجعه نمی

 . یک سیستم کلاسیک با معادلات حرکت زیر را در نظر بگیریدآوریممعادلات حرکت به دست می

𝑥̈𝑖 = 𝑓𝑖(𝑥, 𝑥̇, 𝑡) (17)                                                       

کننهد. مسهئله معکهوس تغییهر مهی nتا  1ایم. همه اندیسهای لاتین از که در آن جرم همه ررات را برابر با واحد گرفته

𝐿اسهت طهوری کهه بهه ازای یهک تهاب   𝑤𝑖𝑗حساب وردش در واا  یافتن ماتریس نهاتکین  = 𝐿(𝑥, 𝑥̇, 𝑡) ۀمجموعه 

 معادلات زیر برارار باشند

𝑤𝑖𝑗(𝑥̈𝑗 − 𝑓𝑗) =
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑥̇𝑖 −
𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑖 (18)                                           

)کهه شهرایط شهرایط هلمههولتز   𝐿و  𝑤𝑖𝑗است. شرایط لازم و کهافی بهرای وجهود  𝑡و  𝑥̇و  𝑥تابعی از  𝑤𝑖𝑗که در آن 

 شوند:زیر خلاحه می ۀنام دارند و در چهار رابطشوند( پذیری هم خوانده میانتگرال

𝑤𝑖𝑗 = 𝑤𝑗𝑖 (11)                                                            

𝜕𝑤𝑖𝑗

𝜕𝑥̇𝑘 =
𝜕𝑤𝑖𝑘

𝜕𝑥̇𝑗     (20)                                                        

𝐷

𝑑𝑡
𝑤𝑖𝑗 = −

1

2
𝑤𝑖𝑘

𝜕𝑓𝑘

𝜕𝑥̇𝑗 −
1

2
𝑤𝑖𝑘

𝜕𝑓𝑘

𝜕𝑥̇𝑖 (21)                                          

1

2

𝐷

𝑑𝑡
(𝑤𝑖𝑘

𝜕𝑓𝑘

𝜕𝑥̇𝑗 − 𝑤𝑗𝑘
𝜕𝑓𝑘

𝜕𝑥̇𝑖 ) = 𝑤𝑖𝑘
𝜕𝑓𝑘

𝜕𝑥𝑗 − 𝑤𝑗𝑘
𝜕𝑓𝑘

𝜕𝑥𝑖 (22)                                  

 شودبه حورت زیر تعریف می 1رویه -که در آن مشتق بر

𝐷

𝑑𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑥̇𝑗 𝜕

𝜕𝑥𝑗 + 𝑓𝑗 𝜕

𝜕𝑥̇𝑗 (23)                                             

 آیدزیر به دست می ۀاز رابط 𝑤𝑖𝑗گاه ماتریس وجود داشته باشد آن 𝐿اگر لاگرانژی 

𝑤𝑖𝑗 =
𝜕2𝐿

𝜕𝑥̇𝑖𝜕𝑥̇𝑗 (24)                                                     

                                                           
1 On-Shell 
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        ۀمتداول در مسئل ۀیک نتیجاز سوی دیگر  کند.در شرایط هلمهولتز حدق میبالا  ۀماتریس به دست آمده در رابط

را به عنوان جواب شرایط هلمهولتز بیابیم، آنگاه  𝑤𝑖𝑗کند که اگر بتوانیم یک ماتریس معکوس حساب وردش بیان می

زیر به دست  ۀدیترانسیل کامل( از رابط ۀو یک جمل ه طور یکتا )غیر از یک ضریب عددیتوان تاب  لاگرانژی را بمی

 [:11و ] [10آورد ]

𝐿 = −𝑞𝑖 ∫ 𝑤𝑖𝑗(𝑥̈𝑗 − 𝑓𝑗)𝑑𝜏 +
𝑑

𝑑𝑡

1

0 ∫ ∫ 𝜏
1

0

1

0
𝑞𝑖𝑞̇𝑗𝑤𝑖𝑗(𝑡, 𝜏𝑞, 𝜏𝜏′𝑞̇)𝑑𝜏𝑑𝜏′ (25)           

 𝑄𝑖شود، ابتدا در فضای هیلارت عملگرهای توحیف می( 17) ۀطباکنون برای کوانتیده کردن سیستم کلاسیکی که با را

جا شهدن عملگرهها را بهه شهکل زیهر اعمهال کنیم. آنگاه شرط جابهمنسوب می 𝑞̇𝑖و  𝑞𝑖را به مبتصات کلاسیک  𝑄̇𝑖و 

 کنیممی
[𝑄𝑖, 𝑄𝑗] = 0 (26)                                                          

 دهد:متقارن تشکیل می ۀها یک آرایجایی بین مبتصات و سرعتبهدهد که روابط جانشان می بالا ۀمشتق زمانی رابط

[𝑄𝑖, 𝑄̇𝑗] ≡ 𝑖ℏ𝐺𝑖𝑗 = 𝑖ℏ𝐺𝑗𝑖 (27)                                        

توان نشان داد کهه دهیم. مینمایش می 𝑔𝑖𝑗را با  𝐺𝑖𝑗کلاسیک است. مشابه  𝑡، و 𝑄𝑖 ،𝑄̇𝑖تابعی از  𝐺𝑖𝑗در حالت کلی 

یهک . بنهابراین [4] کنهدکنیم، شهرایط هلمههولتز را بهرآورده میگهذاری مهینام 𝑤𝑖𝑗که آن را با  𝑔𝑖𝑗معکوس ماتریس

تهاب  یهک شود و هر انتبهاب بهرای آن تعیین می 𝐺𝑖𝑗 برای این سیستم وجود دارد که به طور یکتا  توسط 𝐿لاگرانژی 

 دهدنسات به زمان نتیجه می( 26) ۀرابطدوم ارز است. مشتق دهد که با بقیه هملاگرانژی می

[𝑄̇𝑖, 𝑄̇𝑗] = −
1

2
[𝑄𝑖, 𝐹𝑗] −

1

2
[𝐹𝑖, 𝑄𝑗] (28)                                       

 توان به شکل زیر نوشترا می 𝐺𝑖𝑗است. همچنین مشتق کامل زمانی  𝑓مشابه مکانیک کوانتومی نیروی  𝐹که 

𝑖ℏ
𝐷

𝑑𝑡
𝐺𝑖𝑗 = [𝑄̇𝑖, 𝑄̇𝑗] − [𝑄𝑖, 𝐹𝑗] (21                                             )  

 دهدکه نتیجه می

𝑖ℏ
𝐷

𝑑𝑡
𝐺𝑖𝑗 =

1

2
[𝑄𝑖, 𝐹𝑗] −

1

2
[𝐹𝑖, 𝑄𝑗] (30                                         )  

شهود را در نظهر بگیهریم، خهواهیم جایی که منجر به روابط عدم اطعیهت ههایزنارگ میاگر شکل استاندارد روابط جابه

 داشت

𝐺𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 (31)                                                        

 یا

[𝑄𝑖, 𝑄̇𝑗] = 𝑖ℏ𝛿𝑖𝑗 (32)                                                    

 دهدکه نتیجه می

𝑔𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 (33)                                                        
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𝑤𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 (34)                                                        

 خواهیم داشتبنابراین 

𝑤𝑖𝑗(𝑞̈𝑗 − 𝑓𝑗) = 𝑞̈𝑖 − 𝑓𝑖 (35)                                             

 

 

 توانیم بنویسیممی (6)حال با استتاده از 

𝐿 = −𝑞𝑖 ∫ [𝑞̈𝑖 − 𝑓𝑖(𝑡, 𝜏𝑞, 𝜏𝑞̇)]𝑑𝜏
1

0

+
𝑑

𝑑𝑡
∫ ∫ 𝜏𝑞𝑖

1

0

1

0

𝑞̇𝑖𝑑𝜏𝑑𝜏′ 

=
1

2
(𝑞̇𝑖)

2
+ ∫ 𝑓𝑖(𝑡, 𝜏𝑞, 𝜏𝑞̇)

1

0
𝑑(𝜏𝑞𝑖) (36)                                                    

 های وابسته به سرعت خواهیم داشتبر این با در نظر گرفتن پتانسیل بنا

𝐿 =
1

2
(𝑞̇𝑖)

2
− 𝑈(𝑞, 𝑞̇, 𝑡) = 𝑇 − 𝑈 (37)                                           

فی اسهت کهه رانژی متعاربطه همان لاگرااست. این  𝑓ط به نیروی وانرژی پتانسیل مرب 𝑈انرژی جناشی و  𝑇که در آن 

معکوس حسهاب  ۀکه در کوانتش از دیدگاه مسئل توان نتیجه گرفتمیداریم. بنابراین  رک با آن سروکایفیزیک کلاس در

انتبهاب لاگرانهژی اسهتاندارد از بهین همهه  وردش، فرض روابط عدم اطعیت هایزنارگ در سهطر کوانتهومی منجهر بهه

 شود.ارز در سطر کلاسیک میهای هملاگرانژی

نوسانگر هماهنگ مثال:  

 گیریمحرکت زیر در نظر می ۀمدل شناخته شده نوسانگر هماهنگ را با معادل ،اکنون به عنوان یک مثال

𝑞̈𝑖 + 𝑞𝑖 = 0 ,                  𝑖 = 1,2, … , 𝑛 (38)                                    

 پس داریم

𝑓𝑖 = −𝑞𝑖 (31)                                                          

 عملگری متناظر ۀو رابط

𝐹𝑖 = 𝑄𝑖 (40)                                                            

 آوریم به دست می (30) ۀگذاری در رابطبا جای

𝑖ℏ
𝐷

𝑑𝑡
𝐺𝑖𝑗 = −

1

2
[𝑄𝑖, 𝑄𝑗] +

1

2
[𝑄𝑖, 𝑄𝑗] = 0 (41                                         )  

 پس در حد کلاسیک

𝐷

𝑑𝑡
𝑔𝑖𝑗 = 0 (42)                                                           
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 توانیم به شکل زیر بنویسیمرا می بالا ۀوابستگی حریر به زمان نداشته باشد رابط 𝑔𝑖𝑗اگر فرض کنیم 

 

𝑞̇𝑘 𝜕𝑔𝑖𝑗

𝜕𝑞𝑘 − 𝑞̈𝑘 𝜕𝑔𝑖𝑗

𝜕𝑞̇𝑘 = 0 (43)                                                  

 خواهیم داشتحرکت  ۀمعادلکه با توجه به 

𝑞̇𝑘 𝜕𝑔𝑖𝑗

𝜕𝑞𝑘 − 𝑞𝑘 𝜕𝑔𝑖𝑗

𝜕𝑞̇𝑘 = 0 (44)                                                 

 آیددیترانسیل به طور حریر به دست می ۀسازی متغیرها جواب معادلبا روش جدا

 

𝑔𝑖𝑗 = 𝐴𝑖𝑗𝑒𝑥𝑝 [
𝑘

2
∑ ((𝑞𝑙)

2
+ (𝑞̇𝑙)

2
)𝑙 ] = 𝐴𝑖𝑗𝑒𝑥𝑝 (

𝑘𝐸

2
) (45)                          

دهد کهه منجهر بهه یهک یک جواب جداگانه می 𝐴𝑖𝑗هر انتباب طریق انرژی کل است. بدین  𝐸یک عدد ثابت و  𝑘که 

 توان نوشتمیحال شود. ارز برای سیستم میلاگرانژی هم

𝑤𝑖𝑗 = 𝐵𝑖𝑗𝑒𝑥𝑝 (−
𝑘𝐸

2
) (46)                                                

 و با فرض  (25استتاده از )است. با  𝐴ماتریس معکوس  𝐵 ۀابطرکه در این 

 
𝑑

𝑑𝑡
𝑤𝑖𝑗 = 0 (47)                                                       

 خواهیم داشت

𝐿 = (𝑞̇𝑖𝑞̇𝑗 − 𝑞𝑖𝑞𝑗) ∫ 𝑤𝑖𝑗𝜏𝑑𝜏
1

0
=  𝐶𝑖𝑗(𝑞̇𝑖𝑞̇𝑗 − 𝑞𝑖𝑞𝑗) (48)                            

 که 

𝐶𝑖𝑗 = ∫ 𝑤𝑖𝑗𝜏𝑑𝜏
1

0
(41)                                                    

 توان نشان داد به سادگی می
𝑑

𝑑𝑡
𝐶𝑖𝑗 = 0 (50)                                                        

ارز برای نوسانگر هماهنهگ های همشکل عام لاگرانژیاعداد ثابت هستند. این  𝐶𝑖𝑗های که به معنای این است که درایه

 رسیم:را در نظر بگیریم به لاگرانژی استاندارد میجایی بهشکل استاندارد روابط جااست. حال اگر 

𝐿 =
1

2
[(𝑞̇𝑖)

2
− (𝑞𝑖)

2
] (51)                                              

جایی کوانتهومی مسهتقیماً از بههتوان دید که در این روش نقش لاگرانژی در کوانتش حذف شده و روابط جابنابراین می

 آید.جایی به دست میبهواا  تاب  لاگرانژی خود از روابط جادر آیند. معادلات حرکت کلاسیک به دست می
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 روش زمان گسسته

نظریهات  در نهایهت موضهوعایهن  گردد.میبرچگال  ۀفیزیک ماد ۀاز لحاظ تاریبی به حوز زمان گسستهمنشأ روش 

ههایی اراههه حهلراه ۀپیوستزمان  را به وجود آورد که برای پرهیز از برخی مشکلات نظریات میدان با فضا 2میدان شاکه

راه حهل شوند کهه یهک میدان متعارف در حد اختلالی محاساه می ۀجمله این که اکثر نتایج عددی در نظری دهد. ازمی

مقیاس پلانک به عنوان مقیاس در بحث گرانش کوانتومی همچنین  همین نظریات میدان شاکه هستند.جدی برای آن 

تهر از فضازمان )مستقیم و غیرمستقیم( بسیار بزرگ های گیریاندازه همۀتتکیک  شود و چون توانطایعی شناخته می

بعضهی این مقیاس است راهی برای تشبیص پیوسته یا گسسته بودن فضازمان در ابعاد پلانهک وجهود نهدارد. بنهابراین 

 .کنندها به گرانش کوانتومی از فضازمان گسسته استتاده میرهیافت

 ۀهیافهت زمهان گسسهتروانتومی معمول بر دو ببش سهینماتیک و دینامیهک اسهتوار اسهت. در مکانیک کدانیم که می

کوانتومی در دینامیک فرض متعارف کوانتومی بر جای خود باای است: سیستم اما کند. سینماتیک کوانتومی تغییر نمی

 :یک سیستم دینامیکی است با تحول یکانی. بنابراین

|𝛹𝑛⟩ = 𝑈𝑛,𝑛′|𝛹𝑛′⟩ (52)                                                    

شهگر حالهت یبهه ترتیهب نما ′𝑛و   𝑛کنهد و های دینهامیکی را بهرآورده میعملگری یکانی است که شهرط 𝑈در اینجا 

𝑛بهه  𝑛 ۀای )از مرحلهپلههبرای تحول یک 𝑈این وضعیت اگر سیستم در ابتدا و انتهای تحول است. در  + ( معلهوم  1

بهه شهکل  𝜏های وابسته به زمان عملگر تحول در زمهان مکانیک کوانتومی برای سیستمباشد، همه چیز معلوم است. در 

 زیر است

𝑈[(𝑛 + 1)𝜏, 𝑛𝜏] = 𝑒𝑥𝑝 (
−𝑖

ℏ
𝜏𝐻) (53)                                        

و در نتیجه هامیلتونی به عنوان مولهد انتقهال  نهایت کوچک وجود ندارددر حالت زمان گسسته انتقال زمانی بی اما 

روش دیگری برای کوانتش وجود دارد که برای تعریف تحهول دانیم می با این حال .شودزمانی به طور طایعی ظاهر نمی

استتاده از انتگرال مسیر فاینمن اسهت روش سیستم نیازی به هامیلتونی ندارد و بنابراین دچار این مشکلات نیست. این 

نهامطلوب در سهطر گانگی  چنهد مقالههایهن موضوع برند. در به همین علت در کوانتش زمان گسسته از آن بهره می که

آید نیز منجر به نتایج شرودینگر که از هامیلتونی به دست میۀ شود و حل معادللاگرانژی به سطر هامیلتونی منتقل می

میلتونی را انقهش هه ،کوانتوم زمان گسسته که در بررسی تحولهمین دلیل استتاده از ناححیر خواهد شد. به  ۀچندگان

 رسد. گذارد برای موضوع کار این مقاله رهیافت متیدی به نظر میکنار می

 شودعملگر تحول به این حورت نوشته می در مکانیک کوانتوم متعارف، ماتریس

𝑈(𝑡′, 𝑡′′; 𝑥′, 𝑥′′) ≡ ⟨𝑥′|𝑈(𝑡′, 𝑡′′)|𝑥′′⟩ = 𝐴(𝑡′, 𝑡′′) ∫[𝐷𝑥(𝑡)]𝑒𝑥𝑝 {
1

ℏ
𝑆[𝑥(𝑡)]} (54)          

                                                           
2 Lattice field theories 
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کهنش اسهت.  𝑆شود، و شرط یکانیت تعیین می ۀثابت بهنجارش که به وسیل 𝐴بردار عملگر مکان،  ۀویژ ⟨𝑥|که در آن 

 ها داشته باشیم هایی هستند که برای آن 𝑥(𝑡)آن  بالا ۀانتگرال در رابطمتغیرهای 

𝑡′′ < 𝑡 <  𝑡′ (55)                                                    

 یعنی

𝑈(𝑡′, 𝑡′′; 𝑥′, 𝑥′′) = 𝐴(𝑡′, 𝑡′′) ∫ ∏ 𝑑𝑥(𝑡) 𝑒𝑥𝑝𝑡′′<𝑡<𝑡′ {
1

ℏ
𝑆[𝑥′, 𝑥(𝑡)|𝑡′′ < 𝑡 < 𝑡′, 𝑥′′]} (56)      

 است طوری که  𝑥𝑛نقاط  ۀمسیر مجموع ،وضعیتاین شود. در مشابهی می ۀجا حالت زمان گسسته نیز منجر به رابط این

 

𝑛′′ < 𝑛 <  𝑛′ (57)                                                    

 توان به این طریق نوشت:عنصر ماتریسی عملگر تحول را می

𝑈𝑛′,𝑛′′(𝑥′, 𝑥′′) = 𝐴(𝑡′, 𝑡′′) ∫ ∏ 𝑑𝑥𝑛 𝑒𝑥𝑝𝑛′′<𝑛<𝑛′ {
1

ℏ
𝑆(𝑥𝑛′ , … , 𝑥𝑛′′)}  (58)  

 جا  که این

𝑥𝑛′ = 𝑥′       ,      𝑥𝑛′′ = 𝑥′′      (51)  

 جایی که سیستم کوانتومی یک سیستم دینامیکی است داریماز آن

𝑈𝑛′,𝑛′′′ = 𝑈𝑛′,𝑛′′𝑈𝑛′′,𝑛′′′       (60)  

 بنابراین

𝑈𝑛′,𝑛′′′(𝑥′, 𝑥′′′) = ∫ 𝑑𝑥′′𝑈𝑛′,𝑛′′(𝑥′, 𝑥′′) 𝑈𝑛′′,𝑛′′′(𝑥′′, 𝑥′′′)  (61)  

 پس خواهیم داشت

𝑆𝑛′,𝑛′′′(𝑥𝑛′ , … , 𝑥𝑛′′′) = 𝑆𝑛′,𝑛′′(𝑥𝑛′ , … , 𝑥𝑛′′′) + 𝑆𝑛′′,𝑛′′′(𝑥𝑛′ , … , 𝑥𝑛′′′)  (62)  

 پذیر است. همچنینجم به این معناست که کنش یک کمیت  بالا ۀرابط

𝐴𝑛′,𝑛′′′ = 𝐴𝑛′,𝑛′′ . 𝐴𝑛′′,𝑛′′′     (63)  

( را به طور متوالی به کهار باهریم بهه دسهت 63( و )62تر بشکنیم و روابط )های کوچکمورد نظر را به بازه ۀحال اگر باز

 آوریممی

𝑆𝑛′,𝑛′′(𝑥𝑛′ , … , 𝑥𝑛′′) = ∑ 𝑆
𝑛+

1

2
 ,𝑛−

1

2

(𝑥
𝑛+

1

2

 , 𝑥
𝑛−

1

2

)𝑛′′<𝑛<𝑛′    (64)  

 و

𝐴𝑛′,𝑛′′ = ∏ 𝐴
𝑛+

1

2
 ,𝑛−

1

2
𝑛′′<𝑛<𝑛′       (65)  
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توجه به ایهن های زمانی داشته باشیم. با بنابراین برای مشبص کردن تحول سیستم، کافیست کنش را برای یکی از بازه

 زیرموضوع و با تعریف 

𝑆𝑛(𝑥, 𝑦) ≡ 𝑆
𝑛+

1

2
 ,𝑛−

1

2

(𝑥, 𝑦)     (66)  

 ای را به شکل زیر بنویسیممرحلهعملگر تحول تکتوانیم می

𝑈𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑛𝑒𝑥𝑝 [
𝑖

ℏ
𝑆𝑛(𝑥, 𝑦)]     (67)  

 فرض یکانی بودن تحول داریمگیریم. با تحول زمانی سیستم در نظر می ۀرا به عنوان پایفوق  ۀما معادل

∫ 𝑑𝑧𝑈𝑛(𝑥, 𝑦)𝑈𝑛
∗(𝑦, 𝑧) = ∫ 𝑑𝑧𝑈𝑛

∗(𝑧, 𝑥) 𝑈𝑛(𝑧, 𝑦) = 𝛿(𝑥 − 𝑦)  (68)  

 و برحسب کنش 

∫ 𝑑𝑧 𝑒𝑥𝑝 [
𝑖

ℏ
[𝑆𝑛(𝑥, 𝑧) − 𝑆𝑛(𝑦, 𝑧)]] = |𝐴𝑛|−2𝛿(𝑥 − 𝑦)   (61)  

 تاب  نمایی را بسط دهیم 3ۀاگر شناس

𝑆𝑛(𝑥, 𝑧) − 𝑆𝑛(𝑦, 𝑧) = (𝑥 − 𝑦). 𝛻𝑥𝑆𝑛(𝑥, 𝑧) + 𝒪(|𝑥 − 𝑦|2)  (70)  

 بسط به این شکل خواهد بود ۀتا اولین مرتا  (61) ۀرابط

∫ 𝑑𝑧 𝑒𝑥𝑝
𝑖

ℏ
[(𝑥 − 𝑦). 𝛻𝑥𝑆𝑛(𝑥, 𝑧)] = |𝐴𝑛|−2𝛿 [

𝑖

ℏ
(𝑥 − 𝑦)]   (71)  

 :دهیمتغییر متغیر زیر را انجام میحال 

𝑧̃ ≡ 𝛻𝑥𝑆𝑛(𝑥, 𝑧)    (72)  

 در نتیجه

∫ 𝑑𝑧̃ |𝑑𝑒𝑡 (
𝛿𝑧

𝛿𝑧̃
)|  𝑒𝑥𝑝 [

𝑖

ℏ
(𝑥 − 𝑦). 𝑧̃] = |𝐴𝑛|−2𝛿(𝑥 − 𝑦)      (73)  

در بهالا  ۀدر نظر بگیریم، سهمت چهر رابطه 𝑧̃و  𝑥اگر عاارت داخل ادر مطلق زیر علامت انتگرال را به عنوان تابعی از 

𝑑𝑒𝑡(𝛿𝑧| واا  تادیل فوریه 𝛿𝑧̃⁄  خواهیم داشتدر نظر گرفتن این موضوع است. با  |(

|𝑑𝑒𝑡 (
𝛿𝑧

𝛿𝑧̃
)| = (2𝜋ℏ)−3|𝐴𝑛|−2     (74)  

 است: 𝑛بنابراین دترمینان ژاکوبی در رابطه بالا یک عدد ثابت خواهد بود که فقط وابسته به 

|𝑑𝑒𝑡 (
𝛿𝑧

𝛿𝑧̃
)| = 𝑐𝑛     (75)  

 پس شرط لازم برای یکانیت خواهد شد

𝑑𝑒𝑡 [
𝜕2𝑆𝑛

𝜕𝑧𝜕𝑥
(𝑥, 𝑧)] = 𝑐𝑛     (76)    

                                                           
3 Argument 
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در حالت کلهی حهل آن دشهوار اسهت امها در حالهت  خطی است وغیربالا  ۀ، معادل1تر از های با بعد بزرگبرای سیستم

 شودزیر می ۀبعدی تادیل به حالت سادیک

𝜕2𝑆𝑛

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦) = 𝑐𝑛     (77)  

 جواب عام برای این معادله عاارت است از

𝑆𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑐𝑛𝑥𝑦 + 𝑓𝑛(𝑥) + 𝑔𝑛(𝑦)    (78)    

 

 

 کنیمهای زیر را معرفی میاکنون تعریف

𝜇𝑛 ≡ −𝜏𝑐𝑛    (71)  

𝑉𝑛(𝑥) ≡
𝜇𝑛−1

2⁄ +𝜇𝑛+1
2⁄

2𝜏2 −
1

𝜏
[𝑓𝑛−1

2⁄ (𝑥) + 𝑔𝑛+1
2⁄ (𝑥)]   (80)  

𝜙𝑛(𝑥) ≡
𝜇𝑛−1

2⁄ −𝜇𝑛+1
2⁄

4𝜏
−

1

2
[𝑓𝑛−1

2⁄ (𝑥) + 𝑓𝑛+1
2⁄ (𝑥)]   (81)  

 شودکنش به شکل زیر نوشته می با این تعریف

𝑆𝑛(𝑥, 𝑦) =
𝜇𝑛

2𝜏
(𝑥 − 𝑦)2 −

𝜏

2
[𝑉𝑛−1

2⁄ (𝑦) + 𝑉𝑛+1
2⁄ (𝑥)] − 𝜙𝑛−1

2⁄ (𝑦)+𝜙𝑛+1
2⁄ (𝑥) (82)  

حرکهت  ۀای به دست آورد و به همین دلیل تأثیری در معادلهیک تادیل پیمانه توان ازدو جمله آخر سمت راست را می

ترین کنش یک بعدی که شرط یکانیت با حذف این دو جمله کلیرود. پس ندارد و با حذف آن کلیت مسئله از بین نمی

کنیم. بهرای ایهن کهار آید. اکنون حد زمان پیوسته را محاساه میکند در روش زمان گسسته به دست میرا برآورده می

 این حد داریمآوریم. در کند به دست میبه سمت حتر میل می 𝜏کنیم و حد آن را واتی تقسیم می 𝜏کنش را بر 

𝑙𝑖𝑚
𝜏→0

𝑆𝑛(𝑥𝑛+1
2⁄ ,𝑥𝑛−1

2⁄ )

𝜏
= 𝐿[𝑥(𝑡)]    (83)  

 گیری خواهیم داشتدآخر، پس از ح ۀ( و با حذف دو جمل82) ۀبنابراین با توجه به معادل

𝐿[𝑥(𝑡)] =
𝜇

2
𝑥̇2 − 𝑉(𝑥, 𝑡)     (84)  

بهه دسهت آمهده از شهرط یکانیهت )کهه  ۀنتیجه حل معادلهاین همان لاگرانژی استاندارد رره در یک بعد است. در 

شهود. امها توان آن را به عنوان یک احل اولیه در نظر گرفت( در حد زمان پیوسته منجهر بهه لاگرانهژی متعهارف میمی

لاً معادلات حرکت دیگر در زمان گسسهته خواهنهد شهد. های دیگر و در نتیجه احتماارز منجر به کنشهای هملاگرانژی

های یک بعدی کهه کنشآن،  ۀو چه در حد زمان پیوست زمان گسسته چه در حالتتوان نشان داد در این حالت نیز می

 ها یکی است، مضرب ثابتی از هم هستند.حرکت کلاسیک ناشی از آن ۀمعادل
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ایهن حهال حهل اختلالهی در ای دارد. بها فرآیند پیچیده 1ر بعد بالاتر از ( د76) ۀحل معادلطور که االاً گتته شد همان

توان از ایهن روش اسهتتاده کهرد کهه بهاز ههم ها اابل کاربرد است. مثلاً در برهمکنش الکترومغناطیسی میبرخی حالت

 دهد.لاگرانژی متعارف را می

گیرینتیجه  

ارز وجود دارد که های همکلاسیک یک چندگانگی بین لاگرانژیطور که در مقدمه گتته شد در حوزۀ مکانیک همان

ها در یک جملۀ دیترانسیل کامل نیست یک معادلۀ حرکت یکسان را بدهند شود تواب  لاگرانژی که تتاوت آنباعث می

ا لاگرانژی شوند تنهرسد هنگانی که این تواب  کوانتیده میها پنهان بماند. اما به نظر میو اختلاف فیزیکی بین آن

شود. با توجه به استاندارد )یعنی تتاوت انرژی جناشی و پتانسیل( است که منجر به نتایج فیزیکی در توافق با تجربه می

شود که دو روش رهیافت جاری به مسئلۀ معکوس حساب وردش و روش های انجام شده در این مقاله دیده میبحث

کنند که لاگرانژی استاندارد )و یا ضریای از آن به این فرض را تأیید میکوانتش در حالت زمان گسسته به طور احولی 

 شود.بینی فیزیکی ححیر میعلاوه یک جمله دیترانسیل کامل( منجر به پیش
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